Arithmétique.

L’arithmétique est la branche des mathématiques qui s’intéresse aux nombres
(aptBpos ou arithmos en grec signifie nombre). Elle est prolongée par la
théorie des nombres (il n'y a pas de consensus sur ou s’arréte précisément
I’arithmétique et ot commence précisément la théorie des nombres, mais en
général quand on utilise des outils d’algebre ou d’analyse (voir articles 9 et
10) on parle de théorie des nombres et sinon on parle d’arithmétique).

I) Plus grand commun diviseur et plus petit commun
multiple.

Dans les articles précédents, on démontrait des “énoncés”. On va désormais
étre plus précis : on peut démontrer une proposition, un lemme, un théoreme
ou un corollaire.

Un théoreme est un énoncé tres important, une proposition un énoncé moins
important (mais important quand méme, sinon on ne se fatiguerait pas a le
démontrer), un lemme est un énoncé qui va servir a démontrer un théoreme
et un corollaire est un énoncé qui va se démontrer grace a un théoreme.
Certains manuels scolaires désignent des énoncés comme étant des “pro-
priétés”, mais dans les cursus universitaires et le monde de la recherche on ne
démontre jamais une “propriété” (vous pouvez remplacer vos “propriétés” par
des propositions, ou des lemmes si elles servent a démontrer un théoreme).

Commencons par un lemme tres important.

Lemme : Toute partie non vide de N admet un plus petit élément (c’est-
a-dire que si A C N n’est pas vide alors il existe n € A tel que pour tout
acAn<a).

Dém : Soit A C N. On veut montrer que si A est non vide alors A admet
un plus petit élément.
Démontrons la contraposée (cf. article 3. Contraposition et absurde) :
Si A n’admet pas de plus petit élément alors A est vide.
Supposons que pour tout n € A il existe m € A tel que m < n. Montrons
par récurrence forte sur k € N que k ¢ A (k n’appartient pas a A).
0 € A car pour tout m € N 0 < m donc en particulier pour tout m € A
0<m.



Supposons que pour tout [ < k | & A.
Pour tout m € A k+1 < m (car sinon m € {0,...,k}) donc k+ 1 & A.
Ainsi, pour tout kK € N, k & A, donc A est vide.

Remarque : Le plus petit élément est unique, car si a; et as sont des plus
petits éléments de A alors a; < ay (car a; plus petit élément de A et ay € A)
et ag < ay (car ag plus petit élément de A et a; € A) donc a; = as.

Déf : a € N est divisible par b € N ¢’il existe ¢ € N tel que a = b x ¢. On
dit aussi que a est un multiple de b ou que b divise a. On note ceci b | a (lire
“b divise a”).

Remarques : Si b | a et si a # 0 alors b < a. En effet on a alors a = b x ¢
avec ¢ > 1 (on est juste en train de dire que b, 2b, 3b etc sont supérieurs a b).
Le seul entier divisible par 0 est 0 et 0 est divisible par tous les entiers (car
pour tout ¢ € N 0 x ¢ = 0).

Tous les entiers sont divisibles par 1 (car pour tout ¢ € N1 x ¢ =¢) et 1
n’est divisible que par 1.

Thm : Soient a € N et b € N\ {0}. Il existe un unique couple d’entiers
naturels (g, 7) tel que r < b et a = ¢gb+ r (division euclidienne de a par b).

Dém : Démontrons tout d’abord 1'unicité : si (¢,7) et (p, s) conviennent,
alors gb+r = pb+setr <b, s <b,donc (g—p)b = s—r donc s—r est un mul-
tiplede b donc s—r =0oub < s—ror s—r < s < b (voir inégalités ci-dessus)
donc s—r =0donc (g—p)b =00rb# 0doncg—p=0:ainsir = set ¢ = p.

Si a < balors ¢q = 0 et r = a conviennent. Sinon, a — b > 0 donc
0 A={{neNa—nb< 0} CN quiest non vide car a +1 € A (car
a+1>aetb>1(car b € N\ {0})) donc, avec le lemme précédent, il existe
un plus petit élément n de A. a —nb < 0 (carn € A) et a—(n—1)b >0
(carn —1 <ndoncn—1¢ A carn est le plus petit élément de A). Posons
g=n—1letr=a—qb.qe N, reNetr<hb.

On peut désormais définir le plus grand commun diviseur de deux entiers :

Déf : Le plus grand commun diviseur de a € N et de b € N, noté pged(a, b),
est l'entier d € N qui vérifie d | a, d | bet sic|aet c|balorsc|d.
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Pour que cette définition soit correcte, il faut et il suffit qu’il existe un
unique entier d vérifiant ces propriétés (s’il n'y en a pas on est en train de
donner un nom a quelque chose qui n’existe pas et s’il y en a plusieurs notre
définition est ambigiie car elle désigne plusieurs entiers et pas un seul).

Montrons que cette définition est correcte.

Commengons par 1'unicité :
Si dy et dy vérifient les propriétés de pged de a et de b alors, comme d; | a et
dy | bonad | dyetcommeds; |aetdy|bonads]|d.
Si dy = 0 alors comme d; | dy on a dy = 0. De méme, si dy = 0 alors d; = 0.
Sidy #0etdy#0alorsonad; <dyetd >dy(cardy | dy et dsy | dy) donc
on ady; = ds.
On a prouvé I'unicité du pged par disjonction de cas.

Montrons a présent 'existence du pged.
On remarque que si pged(a, b) existe alors pged(b, a) aussi et pged(a,b) =
pged(b, a) (cf. la définition du pged (cf signifie confer c’est-a-dire allez voir)).
On peut donc supposer b > a (quitte & échanger a et b).
Sia=0alorsb|aetb|betsic|aetc]balorsc|bdoncb=pged(a,b).
Sinon, effectuons la division euclidienne de b par a : soient qg, 79 € N tels que
b= qoa+ryet 0<ry < a. Montrons que si pged(rg, a) existe alors pged(a, b)
existe et pged(rg, a) = pged(a, b).
pged(ro, a) divise g et a donc divise b = goa + 19 et a.
Si ¢ divise a et b alors ¢ divise g = b — gpa et a donc divise pged(ro, a).
Ainsi pged(rg, a) = pged(a, b).
Le raisonnement qu’on a mené sur a et b peut étre mené sur ry et a :
Si ro = 0 alors a = pged(rg, a) = pged(a, b).
Sinon on effectue la division euclidienne de a par rg : on a ¢,71 € N tels que
a=qro+r; et 0<ry <rg;onaquesipged(ry,ry) existe alors pged(ro, a)
et pged(a, b) existent et pged(ry, ro) = pged(ro, a) = pged(a, b).
Montrons par récurrence qu’on peut construire une suite (g,,7,) telle que
pour tout n > 1sir, ZOon ar, 1 = ¢ui1Tn + a1 €6 Ty < rp, sir, =0
ona g, =0etr,;=0.
On a déja construit (qo,70) et (q1,71).
Sion a déja construit (qo, 7o), - - - , (¢n, n) alors on construit (gn41, 7m4+1) comme
suit : si r,, = 0 alors on pose ¢,+1 = 0 et 7,41 = 0, sinon on effectue la divi-
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sion euclidienne de r,,_; par r, : il existe un unique couple d’entiers naturels
(Gn+1,ne1) tel que 71 = Gni1Tn + g1 €t rgr < 7.

En appliquant le lemme montré plus haut a ’ensemble des r,, non nuls (qui
est non vide car on a supposé que ry est non nul) on obtient qu’il existe
m € N tel que r,, est non nul et pour tout r, non nul, r,, < r,. 7,41 est
donc nul (car avec la construction faite plus haut si 7,41 est non nul alors
Tmt1 < Tm ce qui contredit ry, < rp41).

En faisant les mémes raisonnements que plus haut, on a que si r,, existe alors
Tm = Pged(Tma1, m) = PECA(rm, rm—1) = - -+ = pged(ry,r9) = pged(ro, a) =
pged(a, b). Or 1, existe donc pged(a, b) existe.

Déf : Soit n € N\ {0,1}. Soient ay,...,a, € N. Le plus grand commun
diviseur de ay,...,a,, noté pged(ay,...,a,), est Uentier d € N qui vérifie
dlay,....,d|a,etsic|ay,... cla,alorsc|d.

Exercice : Montrer que cette définition est correcte.
Pour I'existence pour n > 2 on pourra vérifier que pged(pged(ay, ..., an_1), ay)
vérifie les hypotheses de pged(ay, ..., a,).

Démontrons a présent une proposition bien utile.
Prop : Soient a,b € N. Soit ¢ € N\ {0}. pged(ca, cb) = ¢ pged(a, b).

Dém : Notons d = pged(a,b). d | a et d | b donc ed | ca et ed | cb.
Ainsi, cd | pged(ca,cb). ¢ | ca et ¢ | ¢b donc ¢ | pged(ca, cb). Soit e € N tel
que pged(ca, cb) = ce.
Soient a’, b’ € N tels que ca =pged(ca, cb)a’ et cb =pged(ca, cb)b'.
ca = ced’ et cb = cel/. En simplifiant on a :
a=eda et b=eb donc e divise a et b donc e divise d =pged(a, b).
Ainsi pged(ca, ¢b) = ce | ed or on avait cd | pged(ca, cb) d’ou 1'égalité.

Définissons a présent le plus petit commun multiple de deux entiers.

Déf : Le plus petit commun multiple de a € N et de b € N, noté ppcm(a, b),
est 'entier m € N qui vérifiea | m, b | metsia|cetb|calorsm|ec.

Montrons que cette définition est correcte.



Commencons par ['unicité :
Simy et my vérifient les propriétés de ppcm de a et de b alors, comme a | my
et b | my on amgy | my et comme a | ma et b | mg on amg | mo.
Si m; = 0 alors comme m; | ms on a me = 0. De méme, si my = 0 alors
m; = 0.
Simy # 0 et my # 0 alors on a my; < my et my > my (car my | my et
ms | my) donc on a my; = ma.
On a prouvé I'unicité du ppem par disjonction de cas.

Montrons a présent l'existence du ppcm.
Sia=0alorsa |a,b|aetsial|cetb]|calorsalc donca= ppem(a,bd).
Sinon :
pged(a, b) | a donc il existe ¢ € N tel que a = ¢ pged(a, b).
pged(a, b) | b donc il existe d € N tel que b = d pged(a, b).
cb = ed pged(a, b) = ad donc ¢b est un multiple de b et est un multiple de a.
Sial|eetb]|ealorsch]|ceetcb=da| dedonc:
cb | pged(ce,de) = e pged(e,d) = e car pged(c,d) = 1 car pged(a,b) =
pged(epged(a, b),dpged(a, b)) = pged(a, b) pged(c,d) done pged(c,d) = 0 ou
1 et pged(c,d) # 0 car ¢ # 0 (car a # 0).
On a donc ¢b = ppem(a, b).

Remarque : On a montré que ppem(a, b) = pgcgﬁa 5y

Déf : Soit n € N\ {0,1}. Soient ay,...,a, € N. Le plus petit commun
multiple de a4, ..., a,, noté ppecm(ay,...,a,), est entier m € N qui vérifie
ap|m,...,a, | metsiay|c, ..., a,|calorsm]|ec.

Exercice : Montrer que cette définition est correcte.
Pour 'existence pour n > 2 on pourra vérifier que ppecm(ppem(ay, ..., 1), ay)
vérifie les hypotheses de ppem(ay, ..., a,).

Démontrons une proposition analogue a celle démontrée plus haut.

Prop : Soient a,b € N. Soit ¢ € N\ {0}. ppcm(ca, cb) = ¢ ppcm(a, b).

oy - b b b
Dém : ppcm(ca, cb) = pgcgt(lga,cb) = cpgcc‘ff(a’b) = Cpgcg(a,b) = cppem(a, b).




IT) Lemme de Gauss et théoréme d’unicité de la décomposition
en facteurs premiers.

Déf : Soit n € N\ {0,1}. On dit que ay, ..., a, sont premiers entre eux si
pged(ay, ..., a,) = 1.

Démontrons le lemme de Gauss (mathématicien de la premiere moitié du
XIXe siecle) puis deux autres lemmes qui en découlent.

Lemme de Gauss : Si a et b sont premiers entre eux et si a|be alors alc.

Dém : a | ac et a | bc donc a | pged(ac,be) = pged(a,b)e = ¢ car
pged(a, b) = 1.

Lemme : Si a et b sont premiers entre eux tels que alc et b|c alors ablc.

Dém : b | ¢ donc il existe d € N tel que ¢ = bd. a | ¢ = bd et a et b sont
premiers entre eux donc, avec le lemme précédent, a | d donc il existe e € N
tel que d = ae donc ¢ = bd = bae = abe donc ab | c.

Lemme : Soit p un nombre premier. Soit n € N\{0}. Soient a4, ..., a, € N.
Sip|a; X+ Xa,alorsp|aou...oup| a,.

Exercice : Démontrer ce lemme en utilisant le lemme de Gauss et le fait
que si p est un nombre premier et ¢ € N alors pged(p,c) = 1 ou p (cette
derniere affirmation se démontre aisément avec la définition de nombre pre-
mier (cf. Iarticle 2)).

Notation : On note min(zy,...,z,) le minimum des entiers zy,...,z,,
c’est-a-dire le plus petit d’entre eux. On note max(x1,...,x,) le maximum
des entiers z1, ..., x,, c’est-a-dire le plus grand d’entre eux.

Dans l'article 2 on avait montré I'existence de la décomposition en fac-
teurs premiers ; montrons-en a présent l'unicité.

Thm : Soient m,n € N\ {0}. Soient p; < -+ < pp, 1 < -+ < gy
des nombres premiers. Si p; X +++ X P, = ¢4 X -+ X @, alors m = n,
P1 = q1,...Pm = ¢m. Clest I'unicité de la décomposition en facteurs pre-



miers.
Dém : Raisonnons par récurrence sur max(m,n).
Si max(m,n) =1 alorsonam=1et n=1doncm=mn et p; = q.

Supposons le résultat établi pour k.

Soient m,n € N\ {0} tels que max(m,n) =k + 1.

Sip < q alors pr € {q1,...,q,} or p1 | ¢1 X --+ X @, donc avec le lemme
précédent p; | g1 ou ... ou p; | g, (car p; premier) donc p; = ¢ ou ... ou
p1 = qn (car ¢, ..., q, premiers et p; # 1) ce qui contredit p; & {q1,...,qn}
(En d’autres mots, p; < ¢ implique p1 & {q1,...,qn} et p1 € {q1,..., ¢}
proposition toujours fausse, d’ou p; > ¢1)

Siqp < pyalorsqg € {p1,.--,Pm} or ¢1 | p1 X -+ X p,, donc avec le lemme
précédent g1 | p; ou ... ou q; | py (car ¢; premier) donc ¢ = p; ou ... ou
1 = Pm (car py, ..., p, premiers et ¢; # 1) ce qui contredit ¢; & {p1,...,Pm}-
Ainsi p; = ¢;. On a donc py X - -+ X p,, = @2 X - -+ X q,, donc, comme & gauche
on a m — 1 termes et a droite n — 1 termes et que max(m — 1,n — 1) =
max(m,n) — 1 = k, par hypothese de récurrence m = n et ps = ¢o, ...,

Pm = qm-

Notation : Si z € Ret n € N\ {0} on note 2" = x x --- x & n fois
(' =z, 22 =x x z,2° =2 x ¥ X z etc). Si x € R on note 2° = 1.
x™ se prononce “x puissance n” (et on dit souvent “x au carré "plutdt que “x
puissance 2”et “x au cube "plutdt que “x puissance 3”).

Puisqu’on a établi 'unicité de la décomposition en facteurs premiers, on
peut définir correctement la valuation p-adique d’un entier naturel non nul :

Déf : Soit p un nombre premier. Soit n € N\ {0, 1}. La valuation p-adique
de n est la puissance a laquelle apparait p dans la décomposition en facteurs
premiers de n, c’est-a-dire que si n = pi* X --- X pm avec py,...,pm des
nombres premiers distincts (c’est-a-dire tous différents les uns des autres),
alors si p = p; la valuation p-adique de n est a; et si p & {p1,...,pm} (c’est-
a~dire p différent de tous les p;) alors la valuation p-adique de n est nulle (car
p® = 1). La valuation p-adique de 1 est nulle. La valuation p-adique de n est
notée v,(n).



Exemples : v3(2) = 1 et pour tout p premier différent de 2, v5(p) = 0.
12 = 2% x 3 donc v5(12) = 2,v3(12) = 1 et pour tout p premier différent de
2 et de 3, v,(12) = 0.

Remarque : Si pour tous les nombres premiers p v,(n) = v,(m) alors
n = m (cf. la décomposition en facteurs premiers).

Prop : Soient a,b € N\ {0}. Soit p premier. v,(ab) = v,(a) + v,(b).

Dém : Si a =1 alors v,(a) = 0 et on a bien v,(ab) = v,(b) = v,(a)+v,(b).
Si b =1 alors v,(b) = 0 et on a bien v,(ab) = v,(a) = vy(a) + v,(b).
Sia#1etb#1, onles décompose en facteurs premiers :
a=p" @ x plem (@ o b = qu“(b) x o x plem(®) (les valuations p-adiques

peuvent étre nulles parce qu’on a mis tous les facteurs premiers de a et de b)

ab = p Up1 (a) p ( ) . X pvpm( ) pvpm (b) pql)pl (a)+vpl (b) . X pvpm (a)+’Upm (b)

donc vy, (ab) = 'Upl( ) + vy, (D), ..., v, (ab) = v, (a) + vy, (b), et pour tout
p premier qui n’appartient pas a {p1,...,pm} on a: v,(ab) =0=0+0 =

vp(a) + vp(b).

Prop : Soient a,b € N\ {0}. a | b si et seulement si pour tout nombre
premier p v,(a) < v,(b).

Dém : Supposons que a | b.
Il existe ¢ € N\ {0} tel que b = ac. Soit p premier.
D’apres la proposition précédente, v,(b) = v,(a)+v,(c) > v,(a) (car v,(c) € N
(cf. la définition de la valuation p-adique) donc v,(c) > 0).
Supposons que pour tout nombre premier p v,(a) < v,(b).
Sia =bon abien a | b. Sinon :
Soient pi, ..., P, les nombres premiers p tels que v,(a) < v,(b) (il n’y en a
qu’'un nombre fini car v,(a) # 0 ou v,(b) # 0 que pour un nombre fini de p)

b=a % pUpl (b)—vpy (a) R pvpm( )—Vpy, (@)

(cf. les décompositions en facteurs premiers de a et de b)
donc a | b.

Prop : Soient zy,...,z, € N. Soit p premier. v,(pged(zy,...,2,)) =
min(v,(x1), ..., vp(,)).




Dém : Soit d le nombre tel que pour tout p premier v,(d) = min(v,(x1), ..., v,(x,))
(un tel nombre existe car il n’y a qu'un nombre fini de p pour lesquels

vp(z1) # 0 et si v,(xy) = 0 alors min(vy(xy),...,v,(z,)) = 0). D’apres la
proposition précédente, d | x1,...,d | x,.

Soit ¢ tel que ¢ | xy,...,c | x,. D’apres la proposition précédente, pour tout p
premier : v,(c) < v,(x1), ..., v,(c) < vp(xy) donc vy(c) <min(vy(z1),...,v,(x,)) =
vp(d).

D’apres la proposition précédente, on a donc ¢ | d.

d est donc le plus grand commun diviseur de xq, ..., z,.

Prop : Soient z1,...,z, € N. Soit p premier. v,(ppem(zy,...,2,)) =
max(v,(x1), ..., vp(xy)).

Dém : Soit m le nombre tel que pour tout p premier v,(m) = max(vy(z1), ..., v,(xy))
(un tel nombre existe car il n’y a qu'un nombre fini de p pour lesquels
vp(z1) # 0 ou ... ou vy(x,) # 0 et si v,(z1) = 0,...,v,(z,) = 0 alors
max(v,(x1),...,vy(z,)) = 0). D’apres une proposition plus haut, z; | m, ..., x, | m.
Soit c tel que 4 | ¢, ..., x, | c. D’apreés une proposition plus haut, pour tout p
premier : v,(x1) < v,(c), ..., vp(x,) < v,(c) donc v,(c) > max(vy(x1),. .., vp(T,)) =
vp(m).
D’apres une proposition plus haut, on a donc m | c.
m est donc le plus petit commun multiple de z4, ..., z,.

Prop : Soient x1,...,2,,a1,...,a, € N. Si pged(zy,...,z,) = 1 alors

pged(zft, ..., xt) = 1.

Dém : D’apres la remarque plus haut, il suffit de montrer que pour tout

nombre premier p, v,(pged(zf*, ..., z¢)) = 0.
Soit p un nombre premier. D’apres une proposition plus haut :
vp(pged(xt, ..., %)) = min(v,(z7), . .., vp(2%)) = min(av,(z1), . . ., anvy(x,))

(cf. la définition de puissance et la proposition plus haut selon laquelle la va-
luation p-adique d’un produit est la somme des valuations p-adiques)

or 0 =v,(1) = vy(pged(xy, ..., x,)) = min(vy(z1),...,v,(x,)) donc il existe
ie{l,...,n} tel que v,(z;) = 0 donc a;v,(x;) =0

donc v, (pged(zy', ..., z%"))) = 0.
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ITT) Triplets pythagoriciens et cas n = 3 et n = 4 du
grand théoreme de Fermat.

En géométrie, le théoreme de Pythagore stipule que si x, y, 2z sont les lon-
gueurs des cotés d’'un triangle rectangle, avec z la longueur de I'hypoténuse,
alors x? + y? = 22 (voir larticle 7. Géométrie). La réciproque du théoréme
de Pythagore stipule que si x,y, z sont les longueurs des cotés d’un triangle
et vérifient 22 + y? = 22 alors ce triangle est rectangle et son hypoténuse est
le coté de longueur z. On peut se demander quels triplets d’entiers naturels
non nuls (z,y, z) vérifient 'équation 2% +y* = 2 (ce qui revient & se deman-
der quels sont les triangles rectangles dont les longueurs des cotés sont des
entiers). On appelle de tels triplets des “triplets pythagoriciens”.

Exo : Résolution de I’équation de Pythagore 22 +y* = 22 avec x,y, 2 € N\{0}.

1) Montrer que (z,y, z) est solution si et seulement si, en notant d =
pged(z,y,2), (5,4, %) est solution. Remarquer que pged(%,%,5) = 1.

2) Soit (z,y, z) une solution de pged 1. Déterminer le reste dans la division
euclidienne de z? par 4 (en considérant les différentes possibilités pour ceux

de 2% et 3?) et en déduire que z est impair, x ou y est pair et 'autre est impair.

3) Soit (x,y, z) une solution de pged 1. Si x est pair et y est impair, mon-
trer que pged (%52, ”Ty) = 1. En déduire, puisque (z—y)(z+y) = 2> —y? = 22,

que ¥ et % sont des carrés d’entiers, puis une expression de z, y et z.
4) Donner toutes les solutions de ’équation 22 + y? = 2% dans N\ {0}.

Cet exercice et les suivants seront corrigés dans ’article 5 bis. Si vous blo-
quez sur une question n’hésitez pas a la sauter pour faire les autres questions
(quitte a réessayer plus tard, souvent la nuit porte conseil).

Remarque : Si x,y, 2 € Z\ {0} vérifient 22 +y? = 2%, en remplagant x par
—x ou y par —y ou z par —z on a encore z°+y? = z? et z,y,2 € Z\ {0}. En
changeant les signes qu’il faut, on se rameéne a z,y,z € N\ {0}, et 'exercice
précédent nous donne donc tous les z,y, 2 € Z\ {0} qui vérifient 2% +y* = 22
en changeant des signes (explicitez ces solutions).
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Une question que l'on peut naturellement se poser est de savoir s’il existe
z,y,2 € Z\ {0} tels que z° + 3* = 23 ou x* + y* = 2* etc. Pierre de Fermat
(1601-1665) a énoncé la conjecture suivante (appelée grand théoreme de Fer-
mat ou dernier théoreme de Fermat) : pour tout n > 3, il n’existe pas x,y, z €
Z\ {0} tels que z™ + y" = 2". Andrew Wiles (1953-) I’a démontrée en 1995
grace a des mathématiques tres sophistiquées (le documentaire [Fermat’s Last
Theorem](http ://topdocumentaryfilms.com/fermats-last-theorem/) présente
I'aventure de la preuve au grand public). Les cas n = 3 et n = 4 sont faciles
a montrer et font 'objet des exercices suivants. Ensuite il suffit de montrer
le résultat pour n > 5 premier (prouvez-le! ce sera corrigé dans l'article 5
bis, tout comme les exercices suivants), c’est ce qu’a fait Wiles (je dis “il
suffit”mais c’est tres difficile (sinon le grand théoreme de Fermat n’aurait
pas attendu plus de 300 ans avant d’étre prouvé)).

Pour le cas n = 4 on montre méme qu’il n’y a pas de solution dans Z\ {0}
a ot +y* = 22 (ce qui implique le cas n = 4 en prenant z un carré d’entier).

11 suffit de montrer qu'’il n’y a pas de solution dans N\{0} car les exposants
(4,4 et 2) sont pairs (c’est-a-dire divisibles par 2; comme dans la remarque
plus haut, on peut changer les signes de z, y, z pour avoir des entiers positifs).

Exo : Il n’y a pas de solution dans N\ {0} & z* + y* = 2%

1) Se ramener & z,y, z de pged 1.
z

7 sont de

Indication : en notant d le pged de x,y, z, montrer que

)

¥
d

R

pged 1.

2) Vérifier que si ,y, z est solution de z* + y* = 2% et de pged 1 alors
(2,42, 2) est un triplet pythagoricien de pged 1 et en déduire qu'’il existe
u,v € N\ {0} de pged 1 tels que 2% = 2uv, y? = v? —u? et 2 = v* +u? (quitte
a échanger x et y).

Indication : dans la preuve de 'exercice sur les triplets pythagoriciens,
vous devriez avoir trouvé de tels u,v mais sans avoir prouvé qu’ils sont de
pged 1; en revanche vous devriez avoir prouvé (avec les notations de 1'exercice

sur les triplets pythagoriciens) que u? = =¥, v? = 2 et pged(5Y, 2¥) =1
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(dans les notations ici il faut remplacer y par y?), et vous devriez pouvoir en
déduire que pged(u,v) = 1.

3) Montrer que v est impair et que u est pair puis en déduire que v est
un carré d’entier et que u est le produit de 2 et d’un carré d’entier.

4) Vérifier que (u,y,v) est un triplet pythagoricien de pged 1 et, en uti-
lisant les questions précédentes, en déduire qu'il existe 2/, ¢/, 2’ € N\ {0} de
pged 1 tels que 2™ + ¢y = 2% et 2/ < 2.

5) Utiliser le fait que toute partie non vide de N admet un plus petit
élément pour conclure.

Prop : Il n’y a pas de solution dans Z \ {0} & 23 + y3 = 23.

Je connais deux preuves de cette proposition ; 'une n’utilise que des outils
arithmétiques mais est assez fastidieuse (voir :
http ://fermatslasttheorem.blogspot.com /2005 /05 /fermats-last-theorem-proof-
for-n3.html pour cette preuve) et 'autre utilise des nombres complexes ; cette
derniere preuve sera faite dans l'article 19 Théorie des nombres.

Clémentine Lemarié—Rieusset
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